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ÝÔÔÅÊÒ ÅÔÈÌÎÂÀ Â ÌÎÄÅËÈ ÔÈÄÈÕÑÀ
Þ. Õ. Ýøêàáèëîâ
Àííîòàöèÿ
Èçó÷åíû äèñêðåòíûé ñïåêòð è ýåêò Åèìîâà â ìîäåëè Ôðèäðèõñà. Ïðè-
âåäåíû íîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýåêòà Åèìîâà â
ìîäåëè Ôðèäðèõñà. Èçó÷åí òàêæå äèñêðåòíûé ñïåêòð îäíîãî ìîäåëüíîãî òðåõ-
÷àñòè÷íîãî äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü Ôðèäðèõñà, ñïåêòð, ñóùåñòâåííûé ñïåêòð, äèñêðåòíûé
ñïåêòð, ýåêò Åèìîâà.
1. Ââåäåíèå
Ïóñòü u(x)âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ íà [a, b], K-êîìïàêòíûé
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[a, b]. ÿä âîïðîñîâ êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé èçèêè (ñì. [1-3℄) ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðà
îïåðàòîðà H â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[a, b], äåéñòâóþùåãî ïî îðìóëå
H = U −K, (1)
ãäå U  îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà óíêöèþ u(x), òî åñòü Uf(x) = u(x)f(x), f ∈ L2[a, b].
Èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Âåéëÿ î êîìïàêòíîì âîçìóùåíèè, ñëåäóåò ÷òî ñóùå-
ñòâåííûé ñïåêòð σe(H) îïåðàòîðà H ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé óíêöèè u(x),
ò.å. σe(H) = [umin, umax], ãäå umin = inf
x∈[a, b]
u(x), umax = sup
x∈[a, b]
u(x).
Âïåðâûå îïåðàòîð âèäà (1) áûë ðàññìîòðåí Ê. Î. Ôðèäðèõñîì [4℄ â êà÷åñòâå
ïðîñòîé ìîäåëè òåîðèè âîçìóùåíèé ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà. Ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð
âèäà (1) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì â ìîäåëè Ôðèäðèõñà.
Â ðàáîòàõ Ë. Ä. Ôàääååâà [1℄ è Î. À. Ëàäûæåíñêîé, Ë. Ä. Ôàääååâà [5℄ ïîêàçàíî
÷òî, â ñëó÷àå u(x) = x, åñëè ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K− ãåëüäåðîâñêîå ÿäðî
ñ ïîêàçàòåëåì µ > 1
2
, òî îïåðàòîð U −K âíå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè.
Äàëåå, îïåðàòîð â ìîäåëè Ôðèäðèõñà èçó÷åí â ðàáîòàõ [6-9℄. Ïóñòü u(x)
âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ óêíöèÿ â íåêîòîðîé êîìïëåêñíîé îêðåñòíîñòè îòðåç-
êà [a, b] è ÿäðî îïåðàòîðà K− ñèììåòðè÷íàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè êâàäðàòà [a, b]2. Äîêàçàíî [6-9℄, ÷òî åñëè ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê óíê-
öèè u(x), ò.å. òåõ òî÷åê â êîòîðûõ u
′
(x) = 0 êîíå÷íî è êàæäàÿ èç íèõ íåâûðîæäåííàÿ,
òî äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà H êîíå÷åí.
Âîïðîñ î áåñêîíå÷íîñòè ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ìîäåëè (1), ëåæàùèõ
âíå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ÿâëÿåòñÿ ìàëî èçó÷åííûì , õîòÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ â ýòîé ìîäåëè ìîæíî îæèäàòü ÿâëåíèå ýåêòà Åèìîâà.
Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ìîäåëè Ôðèäðèõñà. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ áåñêîíå÷íîñòè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà â ìîäåëè Ôðèäðèõñà è êàê ñëåä-
ñòâèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà äîêàçàíà òåîðåìà î äèñêðåòíîì ñïåêòðå "òðåõ÷àñòè÷-
íîãî"äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà.
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2. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ
Ïóñòü H  ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A : H → H  ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. ×åðåç σ(A), σe(A) è σd(A) îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî,
ñïåêòð, ñóùåñòâåííûé ñïåêòð è äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà A [10℄. Îïðåäåëèì
âåùåñòâåííîå ÷èñëî
Smin = Smin(A) = inf
‖x‖=1
(Ax, x) è Smax = Smax(A) = sup
‖x‖=1
(Ax, x)
Òîãäà σ(A) ⊂ [Smin, Smax], ïðè ýòîì Smin, Smax ∈ σ(A).
Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ
Emin = Emin(A) = inf{λ : λ ∈ σe(A)},
Emax = Emax(A) = sup{λ : λ ∈ σe(A)}.
×èñëî Emin ∈ σ(A) (Emax ∈ σ(A)) áóäåì íàçûâàòü íèæíèì êðàåì (âåðõíèì
êðàåì) ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A. Íàïðèìåð, äëÿ êîìïàêòíîãî ñàìîñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà K : H → H èìååì σe(K) = {0} è îòñþäà Emin(K) = Emax(K) = 0.
Ïðåäëîæåíèå 2.1. (à) åñëè Smin = Emin (Smax = Emax), òî ó îïåðàòîðà A îò-
ñóòñòâóåò òî÷êà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, ëåæàùÿÿ íèæå (âûøå) íèæíåãî (âåðõíå-
ãî) êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, ò. å. σd(A)∩(−∞, Emin] = ∅ (σd(A)∩ [Emax, +∞) =
∅);
(á) åñëè Smin < Emin (Smax > Emax), òî äëÿ îïåðàòîðà A ìíîæåñòâî òî÷åê äèñ-
êðåòíîãî ñïåêòðà, ëåæàùèõ íèæå (âûøå) íèæíåãî (âåðõíåãî) êðàÿ ñóùåñòâåííîãî
ñïåêòðà ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì, ò. å. σd(A)∩(−∞, Emin] 6= ∅ (σd(A)∩ [Emax, +∞) 6= ∅).
Äëÿ çàäàííîãî îãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A : H → H ïîñòðî-
èì îãðàíè÷åííóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn = µn(A), n ∈ N, ñëåäóþùèì
ñïîñîáîì:
µ1(A) = Smin(A) = inf
x∈H, ‖x‖=1
(Ax, x).
Äîïóñòèì, ÷òî µ1(A) = (Ax1, x1) äëÿ íåêîòîðîãî x1 ∈ H, ‖x1‖ = 1.
Îïðåäåëèì
µ˜2(A) = µ1(A
′
1) = Smin(A
′
1) = inf
x∈⊥H1, ‖x‖=1
(A′1x, x),
ãäå
⊥
H1 = {x ∈ H : (x, x1) = 0} è A′1  ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàíñòâî
⊥
H1.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì
µ˜k(A) = µ1(A
′
k−1) = Smin(A
′
k−1) = inf
x∈⊥Hk−1, ‖x‖=1
(A′k−1x, x),
ãäå Smin(A
′
k) = (A
′
kxk+1, xk+1), ‖xk+1‖ = 1, ⊥Hk = {x ∈ H : (x, x1) = ... = (x, xk) = 0},
A′k  ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàíñòâî
⊥
Hk, k ∈ N.
Òåïåðü îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µn(A)} ⊂ R ïî ïðàâèëó
µn(A) = sup{µ1(A), µ˜2(A), ..., µ˜n(A)}, n ∈ N. (2)
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Äëÿ çàäàííîãî îãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A : H → H ïîñòðî-
èì îãðàíè÷åííóþ óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ηn = ηn(A), n ∈ N ñëåäóþùèì
ñïîñîáîì:
η1(A) = Smax(A) = sup
y∈H,‖y‖=1
(Ay, y).
Äîïóñòèì, ÷òî η1(A) = (Ay1, y1) äëÿ íåêîòîðîãî y1 ∈ H, ‖y1‖ = 1. Îïðåäåëèì
÷èñëî
η˜2(A) = η1(A
′′
1) = Smax(A
′′
1) = sup
y∈H⊥1 ,‖y‖=1
(A
′′
1y, y).
ãäå H
⊥
1 = {y ∈ H : (y, y1) = 0} è A′′1  ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàíñòâî H⊥1 .
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì
η˜k(A) = η1(A
′′
k−1) = Smax(A
′′
k−1) = sup
y∈H⊥
k−1
,‖y‖=1
(A′′k−1y, y),
ãäå Smax(A
′′
k) = (A
′′
k+1yk+1, yk+1), ‖yk+1‖ = 1,H⊥k = {y ∈ H : (y, y1) = ... = (y, yk) = 0},
A′′k  ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàíñòâî H
⊥
k , k ∈ N.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn(A)} ⊂ R ïî ïðàâèëó
ηn(A) = inf{η1(A), η˜2(A), ..., η˜n(A)}, n ∈ N. (3)
Â êíèãå [11℄ ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ïðèíöèïà ìèíèìàêñà èçó÷åí äèñêðåòíûé ñïåêòð
çàäàííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî è îãðàíè÷åííîãî ñíèçó îïåðàòîðà äåéñòâóþùåãî â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ëåæàùèõ íèæå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà è áåñêîíå÷íîñòü äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äëÿ
íåêîòîðûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ.
Íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ è îãðàíè÷åííûõ ñíèçó îïåðàòî-
ðîâ ñóùåñòâåííûé ñïåêòð σe(·) ïî ïîñòðîåíèþ èìååò óäîáíûé âèä, ò.å. îí ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ òîëüêî îäíèì áåñêîíå÷íûì îòðåçêîì [a,∞). Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ äèñêðåòíèé
ñïåêòð ëåæèò òîëüêî â îäíîì ïîëóèíòåðâàëå, ò.å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî c < a òàêîå, ÷òî
σd(·) ⊂ [c, a). Ïîýòîìó ïðèíöèï ìèíèìàêñà äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ óñïåøíî ïðèìåíÿ-
åòñÿ [11℄.
Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ìîæåò ñî-
ñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ, ìåæäó ýòèìè îòðåçêàìè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òî÷-
êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Íàïðèìåð, åñëè äëÿ çàäàííîãî îãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà A σe(A) =
⋃
k
[ak, bk], ãäå bk < ak+1, òî σd(A) ⊂ [µ1(A),Emin) ∪
(
⋃
k
(bk, ak+1)) ∪ (Emax, η1(A)] , ãäå Emin = inf{a1, a2, ...},Emax = sup{b1, b2, ...}. Ïðèíöèï
ìèíèìàêñà è ìàêñèìèíà íàì ïîçâîëÿåò èçó÷àòü äèñêðåòíûå ñïåêòðû ñàìîñîïðÿæåí-
íûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ëåæàùèõ íèæå íèæíåãî êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà
Emin è ëåæàùèõ âûøå âåðõíåãî êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà Emax.
Òåîðåìà 2.2 (ïðèíöèï ìèíèìàêñà äëÿ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â îïåðàòîð-
íîé îðìå). Ïóñòü A : H → H  îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî èêñèðîâàííîãî n ∈ N:
ëèáî
à) ñóùåñòâóåò n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ÷èòàÿ âûðîæäåííûå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà èõ êðàòíîñòü), ëåæàùèå íèæå íèæíåãî êðàÿ Emin(A)
ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, à µn(A) (2) åñòü n-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A (ñ
3
ó÷åòîì êðàòíîñòè),
ëèáî
á) µn(A)  íèæíèé êðàé ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, ò. å. µn(A) = Emin(A), ïðè ýòîì
µn = µn+1 = µn+2 = ... è ñóùåñòâóåò ñàìîå áîëüøåå n− 1 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè), ëåæàùèõ íèæå íèæíåãî êðàÿ Emin(A) ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà
îïåðàòîðà A.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ïðèíöèïå
ìèíèìàêñà äëÿ îïåðàòîðîâ îãðàíè÷åííûõ ñíèçó [11℄.
Òåîðåìà î ïðèíöèïå ìàêñèìèíà äëÿ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ îðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 2.3 (ïðèíöèï ìàêñèìèíà äëÿ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â îïåðàòîð-
íîé îðìå ). Ïóñòü A : H → H  îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî èêñèðîâàííîãî n ∈ N:
ëèáî
à) ñóùåñòâóåò n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ÷èòàÿ âûðîæäåííûå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà èõ êðàòíîñòü), ëåæàùèå âûøå âåðõíåãî êðàÿ Emax(A)
ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, à ηn(A) (3) åñòü n-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè),
ëèáî
á) ηn(A)  âåðõíèé êðàé ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà, ò. å. ηn(A) = Emax(A), ïðè ýòîì
ηn = ηn+1 = ηn+2 = ... è ñóùåñòâóåò ñàìîå áîëüøåå n − 1 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè), ëåæàùèõ âûøå âåðõíåãî êðàÿ Emax(A) ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà
îïåðàòîðà A.
Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : H → H íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è
ïèøåòñÿ A ≥ 0 èëè 0 ≤ A, åñëè (Ax, x) ≥ 0, ∀x ∈ H.
Ñëåäñòâèå 2.4. Ïóñòü A,B : H → H -ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæåí-
íûå îïåðàòîðû è A ≤ B. Òîãäà
(à) Åñëè Emin(A) = Emin(B), òî µn(A) ≤ µn(B), n ∈ N (4)
(á) Åñëè Emax(A) = Emax(B),òî ηn(A) ≤ ηn(B), n ∈ N (5)
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà λ ∈ σe(A) èçîëèðîâàíà ñëåâà (ñïðàâà) íà ñóùåñòâåí-
íîì ñïåêòðå îïåðàòîðà A, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî (λ− δ, λ]∩σe(A) =
{λ} ([λ, λ+ δ) ∩ σe(A) = {λ}).
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü òî÷êà λ ∈ σe(A) èçîëèðîâàíà ñëåâà íà ñóùåñòâåííîì
ñïåêòðå îïåðàòîðà A. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn} ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé îïåðàòîðà A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì λn < λ äëÿ âñåõ n ∈ N è lim
n→∞
λn = λ,
òî ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå λ ñëåâà ñóùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü òî÷êà λ ∈ σe(A) èçîëèðîâàíà ñïðàâà íà ñóùåñòâåííîì
ñïåêòðå îïåðàòîðà A. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn} ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé îïåðàòîðà A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì λn > λ äëÿ âñåõ n ∈ N è lim
n→∞
λn = λ,
òî ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå λ ñïðàâà ñóùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
3. Ìîäåëü Ôðèäðèõñà
4
Ïóñòü u(t)− íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ íà [0, 1] è u−1({0})⋂[0, 1] 6=
∅; k(t, s) ∈ L2[0, 1]2 è k(t, s) = k(s, t). Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]2 ðàññìîòðèì ñàìîñî-
ïðÿæåííûé îïåðàòîð
H = U −K, (6)
ãäå
(Uf)(t) = u(t)f(t), f ∈ L2[0, 1]
(Kf)(t) =
∫ 1
0
k(t, s)f(s)dµ(s), f ∈ L2[0, 1].
Èç òåîðåìû Âåéëÿ [11℄ î êîìïàêòíîì âîçìóøåíèè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ïîëó-
÷àåì, ÷òî σe(H) = σ(U) = [0, umax] è îòñþäà Emin(H) = 0,Emax(H) = umax.
Òåîðåìà 3.1. Åñëè èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K â ìîäåëè (6) èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ(îòðèöàòåëüíûõ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî îïåðàòîð U−K
òàêæå èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëåæàùèõ íèæå(âûøå) ñóùå-
ñòâåííîãî ñïåêòðà.
Äîêàçàòåëüñòâî à) Ïóñòü îïåðàòîð K èìååò òîëüêî n−1 ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òîãäà îïåðàòîð −K òàêæå èìååò ðîâíî n− 1 îòðèöàòåëüíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Èìååì U ≥ 0. Òîãäà èç Emin(−K) = Emin(U −K) â ñèëó íåðà-
âåíñòâà (4) ïîëó÷àåì, ÷òî µk(−K) ≤ µk(U −K), ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}. Â ñèëó ïðèíöèïà
ìèíèìàêñà µn(−K) = µn+1(−K) = · · · = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð U − K íèæå
ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà èìååò íå áîëüøå n− 1 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
á) Ïóñòü îïåðàòîð K èìååò òîëüêî n−1 îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Òîãäà îïåðàòîð umax ·E−K òàêæå èìååò òîëüêî n−1 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëåæàùèõ
âûøå ÷èñëà umax, ãäå E− òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â L2[0, 1]. Èìååì Emax(U −K) =
Emax(umaxE −K). Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé umaxE − U ≥ 0 ïîëó÷àåì, ÷òî
ηk(U −K) ≤ ηk(umaxE −K), ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Îäíàêî â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìèíà èìååì umax = ηn(umaxE − K) =
ηn+1(umaxE − K) = . . . . Îòñþäà ηn+k(U − K) = umax, k = 0, 1, . . . , ò.å. îïåðàòîð
U − K èìååò íå áîëåå n − 1 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ âûøå ñóùåñòâåííîãî
ñïåêòðà. 
Ñëåäñòâèå 3.2. ×òîáû ó îïåðàòîðà U −K íèæå (âûøå) ñóùåñòâåííîãî ñïåê-
òðà ñóùåñòâîâàë ýåêò Åèìîâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîìïàêòíûé îïåðàòîð K
èìåë áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Òåîðåìà 3.3. (à) ×òîáû ó îïåðàòîðà U − K íèæå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà
ñóùåñòâîâàë ýåêò Åèìîâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
lim
n→∞
∫ 1
0
u(t)|ϕn(t)|2dµ(t) = 0,
ãäå {ϕn}n∈N− ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà U−K ëåæàùèõ íèæå ñóùåñòâåííîãî ñïåê-
òðà;
(á) ×òîáû ó îïåðàòîðà U − K âûøå ñóøåñòâåííîãî ñïåêòðà ñóùåñòâîâàë ýåêò
Åèìîâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
lim
n→∞
∫ 1
0
u(t)|ψn(t)|2dµ(t) = umax,
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ãäå {ψn}n∈N− ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà U−K ëåæàùèõ âûøå ñóøåñòâåííîãî ñïåê-
òðà.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà U−K â òî÷êå λ = 0 ñëåâà ñóùåñòâóåò
ýåêò Åèìîâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà U −K, ò.å. µn(U −K) < 0, ∀n ∈ N. Ïóñòü {ϕn}n∈N - ñèñòåìà îð-
òîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
µn(U − K), n ∈ N. Èìååì (Uϕn, ϕn) − (Kϕn, ϕn) = µn(U − K) < 0, n ∈ N. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî 0 ≤ (Uϕn, ϕn) < (Kϕn, ϕn), n ∈ N. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà K
èìååì limn→∞(Kϕn, ϕn) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, limn→∞(Uϕn, ϕn) = 0, ò.å.
lim
n→∞
∫ 1
0
u(t)|ϕn(t)|2dµ(t) = 0.
á) Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà U − K â òî÷êå λ = umax ñïðàâà ñóùåñòâóåò ýåêò
Åèìîâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
U − K, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó λn > umax, ∀n ∈ N, ò.å. ηn(U − K) > umax.
Ïóñòü {ψn}n∈N -ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé ñîîòâåñòâóþùèõ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ηn(U − K), n ∈ N. Òîãäà èìååì (Uψn, ψn) − (Kψn, ψn) =
ηn(U − K) > umax, n ∈ N. Îòñþäà umax + (Kψn, ψn) < (Uψn, ψn) ≤ umax, n ∈ N.
Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞
(Uψn, ψn) =
∫ 1
0
u(t)|ψn(t)|2dµ(t) = umax. 
Òåîðåìà 3.4. Åñëè ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {fn}n∈N ⊂
L2[0, 1] óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ∫ 1
0
u(t)|fk(t)|2dµ(t) < ck, ∀k ∈ N, (7)
ãäå ck = (Kfk, fk), òîãäà ñëåâà îò òî÷êè λ = 0 ñïåêòðà îïåðàòîðà U−K ñóùåñòâóåò
ýåêò Åèìîâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà {fn}, n ∈ N óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (7). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà
{fn}, n ∈ N óïîðÿäî÷åíà â ñëåäóþùèì ñìûñëå: (Hfk, fk) ≤ (Hfk+1, fk+1), k ∈ N.
Èìååì
Smin(H) = µ1(H) ≤ (Hf1, f1) < 0,
ò.å. ñóùåñòâóåò ϕ1 ∈ L2[0, 1], ‖ϕ1‖ = 1 òàêàÿ, ÷òî µ1(H) = (Hϕ1, ϕ1) < 0 è ïî òåîðåìå î
ïðèíöèïå ìèíèìàêñà µ1(H) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H = U −K.
Äëÿ êàæäîãî k ∈ N îïðåäåëèì ïîäïðîñòàíñòâî ⊥L(k)2 [0, 1] :
⊥L
(k)
2 [0, 1] = {f ∈ L2[0, 1] : (f, fj) = 0, j = 1, 2, . . . , k}.
Ïóñòü Hk ñóæåíèå îïåðàòîðà H íà ïîäïðîñòðàíñòâî
⊥L
(k)
2 [0, 1], k ∈ N. Äëÿ îïå-
ðàòîðà H1 èìååì
µ1(H1) = Smin(H1) = inf
f∈⊥L
(1)
2 [0,1],‖f‖=1
(H1f, f) ≤
≤ (H1f2, f2) = (Hf2, f2) < 0
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Òàê êàê f2 ∈ ⊥L(1)2 [0, 1], ‖f2‖ = 1, òî ñóùåñòâóåò ϕ2 ∈ ⊥L(1)2 [0, 1], ‖ϕ2‖ = 1 òàêàÿ,
÷òî µ1(H1) = (H1ϕ2, ϕ2) = (Hϕ2, ϕ2) < 0. Äëÿ êàæäîãî k ≥ 2 ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íîå
ðàññóæäåíèå èìååì
µ1(Hk) = Smin(Hk) = inf
f∈⊥L
(k)
2 [0,1],‖f‖=1
(Hkf, f) ≤
≤ (Hkfk+1, fk+1) = (Hfk+1, fk+1).
Òàê êàê fk+1 ∈ ⊥L(k)2 [0, 1], ‖fk+1‖ = 1, k ≥ 2, òî ñóùåñòâóåò ϕk+1 ∈
⊥L
(k)
2 [0, 1], ‖ϕk+1‖ = 1 òàêàÿ, ÷òî µ1(Hk) = (Hkϕk+1, ϕk+1) = (Hϕk+1, ϕk+1) < 0, ãäå
k ≥ 2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî k ∈ N îïåðàòîð ñóæåíèÿ Hk èìååò ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå µ1(Hk) < 0 è µ1(Hk) ≤ µ1(Hk+1), k ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ÷èñëî
ωk = µ1(Hk) < 0, k = 0, 1, 2, . . . ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H, ãäå
H0 = H è lim
n→∞
ωn = 0. 
Òåîðåìà 3.5. Åñëè ñóøåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {fn} ⊂ L2[0, 1]
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ∫ 1
0
u(t)|fk(t)|2dµ(t) > ck + umax, ∀k ∈ N (8)
ãäå ck = (Kfk, fk), òîãäà ñïðàâà îò òî÷êè λ = umax ñïåêòðà îïåðàòîðà U − K
ñóùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
Çàìå÷àíèå 3.6. Åñëè â ìîäåëè Ôðèäðèõñà (6) óíêöèÿ u(t) íå óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ u−1({0})⋂[0, 1] 6= ∅, òî ñäâèãàÿ îïåðàòîð H íà −umin èìååì îïåðàòîð
H˜ = U˜−K â ìîäåëè Ôðèäðèõñà, ãäå (U˜f)(t) = (u(t)−umin)f(t), f ∈ L2[0, 1] è óíêöèÿ
h(t) = u(t) − umin óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ h(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1] è h−1({0})⋂[0, 1] 6= ∅.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àÿ èíîðìàöèþ î ñïåêòðå îïåðàòîðà H˜ ìû ïîëó÷àåì ïîëíóþ
èíîðìàöèþ î ñïåêòðå îïåðàòîðà H, òàê êàê: åñëè ω˜ ÿâëÿåòñÿ m− êðàòíûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H˜, òî ÷èñëî ω˜ + umin ÿâëÿåòñÿ m− êðàòíûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H è íàîáîðîò, ïðè ýòîì σe(H) = [umin, umax].
4. "Òðåõ÷àñòè÷íûé" îïåðàòîð Øðåäèíãåðà T
Îäíèì èç çàìå÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ìíîãî÷àñòè÷íûõ
ãàìèëüòîíèàíîâ ÿâëÿåòñÿ ýåêò Åèìîâà. Ýòîò ýåêò äëÿ òðåõ÷àñòè÷íûõ ãà-
ìèëüòîíèàíîâ âïåðâûå áûë îáíàðóæåí â 1970 ãîäó Â.Í. Åèìîâûì [12℄. Ñ òåõ ïîð
ýòà çàäà÷à èçó÷àëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [13-18℄). Â ðàáîòàõ [19-22℄
èçó÷åí ýåêò Åèìîâà äëÿ òðåõ÷àñòè÷íîãî äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà. Â
ýòîì ïàðàãðàå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü òðåõ÷àñòè÷íîãî äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà T è
èçó÷èì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýåêòà Åèìîâà.
Ïóñòü T îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â L2[0, 1]
2
çàäàííûé ïî ïðà-
âèëó
T = T0 − (T1 + T2), (9)
ãäå
(T0f)(x, y) = (u(x) + v(y))f(x, y), f ∈ L2[0, 1]2
(T1f)(x, y) =
1∫
0
1∫
0
k1(x, s)δ(y − t)f(s, t)dµ(s)dµ(t), f ∈ L2[0, 1]2
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(T2f)(x, y) =
1∫
0
1∫
0
k2(y, t)δ(x− s)f(s, t)dµ(s)dµ(t), f ∈ L2[0, 1]2
Çäåñü u(x), v(x)− çàäàííûå íåîòðèöàòåëüíûå íåïðåðûâíûå óíêöèè íà [0, 1] è
u−1({0})⋂[0, 1] 6= ∅, v−1({0})⋂[0, 1] 6= ∅; k1(x, s), k2(x, s)− çàäàííûå íåïðåðûâíûå
óíêöèè íà êâàäðàòå [0, 1]2 è k1(x, s) = k1(s, x), k2(x, s) = k2(s, x), δ(x)− äåëüòà óíê-
öèÿ Äèðàêà íà [0, 1].
Îïåðàòîðû T1 è T2 íå ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè. Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà
â ìîäåëè (9) â áîëåå îáùåì ñëó÷àå èçó÷åí â ðàáîòå àâòîðà [23℄. Â ìîäåëè Õàááàð-
äà [23℄ âîçíèêàåò "òðåõ÷àñòè÷íûé" äèñêðåòíûé îïåðàòîð, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå (9). Îïåðàòîð T (9) ÿâëÿåòñÿ îáùèì àíàëîãîì òðåõ÷àñòè÷íîãî äèñêðåòíîãî
îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèñòåìå ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ è
îäíîé ïðèìåñè íà ðåøåòêå, è åãî â äàëüíåéøèì áóäåì íàçûâàòü "òðåõ÷àñòè÷íûì"
äèñêðåòíûì îïåðàòîðîì Øðåäèíãåðà.
Çàìå÷àíèå 4.1. Îïåðàòîð T (9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê îïåðàòîðà â ìîäåëè
Ôðèäðèõñà ñ íåêîìïàêòûì ÿäðîì, ò.å. T = T0 −W, ãäå W èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð
â L2[0, 1]
2
ñ íåêîìïàêòíûì ÿäðîì q(x, y; s, t) = k1(x, s)δ(y − t) + k2(y, t)δ(x− s).
Íàðÿäó ñ ãàìèëüòîíèàíîì T ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà îïåðàòîðà H1 è H2
â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1], êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ìîäåëè Ôðèäðèõñà â
ñëåäóþùèì âèäå:
H1 = U1 −K1, (10)
ãäå
(U1ϕ)(x) = u(x)ϕ(x), ϕ ∈ L2[0, 1],
(K1ϕ)(x) =
1∫
0
k1(x, s)ϕ(s)dµ(s), ϕ ∈ L2[0, 1]
è
H2 = U2 −K2, (11)
ãäå
(U2ϕ)(x) = v(x)ϕ(x), ϕ ∈ L2[0, 1],
(K2ϕ)(x) =
1∫
0
k2(x, s)ϕ(s)dµ(s), ϕ ∈ L2[0, 1].
Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿäðà k1(x, s) è k2(x, s) â ìîäåëè (9) óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì K1 ≥ 0 è K2 ≥ 0, ò.å. K1, K2− ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç α1, α2, . . . , αk, . . . îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-
òîðà H1, ÷åðåç ρ1 îáîçíà÷èì èõ êîëè÷åñòâî è ïðåäïîëîæèì, ÷òî αk ≤ αk+1. Òîãäà
èìååì σd(H1) = {αk}ρ1k=1. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç β1, β2, . . . , βk, . . . îáîçíà÷èì îòðèöàòåëü-
íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà H2, ÷åðåç ρ2 èõ êîëè÷åñòâî è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
βk ≤ βk+1. Òîãäà σd(H2) = {βk}ρ2k=1.
Ïîëüçóÿñü òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ [10℄, ãàìèëüòî-
íèàí T ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå T = H1 ⊗E +E ⊗H2. Äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà
T èìååì [10℄: σ(T ) = σ(T1) + σ(T2). Îòñþäà ñëåäóåò [23℄:
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Òåîðåìà 4.1. à) σe(T ) = σ0 ∪ σ1 ∪ σ2, ãäå σ0 = [0, umax + vmax], umax =
sup u(x), vmax = sup v(x) è
σ1 =
ρ1⋃
k=1
[αk, vmax + αk], σ2 =
ρ2⋃
k=1
[βk, umax + βk].
á) σd(T ) = {ω : ω = α + β /∈ σ1 ∪ σ2, α ∈ σd(H1), β ∈ σd(H2)}.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî σ(T ) ⊂ [α1 + β1, umax + vmax], ïðè ýòîì α1 + β1 ∈ σd(T ).
Ñëåäñòâèå 4.2. Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà T ñîñòîèò èç îáúåäè-
íåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëî îòðåçêîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðîâ H1 è H2 êîíå÷åí (ñëó-
÷àé 1), òî èç óòâåðæäåíèÿ (à) òåîðåìû 4.1. ñëåäóåò, ÷òî σe(T ) ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ
êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ.
Ñëó÷àé 2: Äîïóñòèì, ÷òî σd(H1)− áåñêîíå÷åí è σd(H2)− êîíå÷åí. Òîãäà äëÿ
âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn, n ∈ N èìååì lim
n→∞
αn = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0 = n0(H1) óäîâëåòâîðÿøåå óñëîâèþ: αn+1 − αn <
vmax, ∀n ≥ n0.
Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n0 = n0(H1) èìååì
∞⋃
k=n0
[αk, vmax + αk] = [αn0, vmax].
Ñëåäîâàòåëüíî,
σ1 =
n0−1⋃
k=1
[αk, vmax + αk]
⋃
[αn0 , vmax],
ò.å. σ1 ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ, à ìíîæåñòâî σ2 ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâàì. Çíà÷èò σe(T ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ
êîíå÷íîãî ÷èñëî îòðåçêîâ.
Ñëó÷àé 3: σd(H1)− êîíå÷åí è σd(H2)− áåñêîíå÷åí. Òîãäà îïÿòü, êàê â ñëó÷àå
2 ñóøåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m0 = m0(H2) òàêîå, ÷òî βn+1 − βn < umax, ∀n ≥ m0.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì
σ2 =
m0−1⋃
k=1
[βk, umax + βk]
⋃
[βm0 , umax].
Ñëó÷àé 4: σd(H1) è σd(H2)− áåñêîíå÷åíû. Òîãäà îïðåäåëÿÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà
n0 = n0(H1) è m0 = m0(H2), êàê â ïðåäûäóøèõ ñëó÷àÿõ, ìû áóäåì ìíîæåñòâî σe(T )
ïðåäòàâëÿòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ. 
Ñëåäñòâèå 4.3. Âñÿêàÿ èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà â ñïåêòðå îïåðàòîðà T ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.
Ñëåäñòâèå 4.4.
(à) åñëè σd(H1) = ∅ èëè σd(H2) = ∅, òî σd(T ) = ∅;
á) åñëè |σd(H1)| > 0 è |σd(H2)| > 0, òî |σd(T )| > 0, ãäå |Ω|− ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
Ω.
(â) åñëè |σd(H1)| = p è |σd(H2)| = q, òî |σd(T )| ≤ pq.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ne(T ) êîëè÷åñòâî âçàèìíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ, îáú-
åäèíåíèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî σe(T ). Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâåííûé ñïåêòð
σe(T ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
σe(T ) =
ne(T )⋃
k=1
[Sk, S
′
k], Sk < S
′
k < Sk+1. (12)
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â (12) S1 = min{α1, β1}, ïðè |σd(H1)| > 0 è |σd(H2)| >
0.
Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü 0<|σd(H1)| = p è |σd(H2)| = ∞. Åñëè äëÿ α ∈ σd(H1)
íàéäåòñÿ ÷èñëî Sk ∈ {S1, S2, . . . , Sne(T )} ðàâíîå ÷èñëó α, òîãäà â òî÷êå §k ∈ σ(T )
ñóøåñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ α ∈ σd(H1) ñóùåñòâóåò Sk ∈ {S1, S2, . . . ,
Sne(T )} òàêîå, ÷òî Sk = α. Òîãäà èç ïðåäñòàâëåíèÿ (12) ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ñó-
ùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî (α − δ, α] ∩ σe(T ) = {α}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì
ωn = α + βn ∈ σp(T ), ∀n ∈ N è ωn < α, ∀n ∈ N, ãäå σp(T )− ìíîæåñòâî ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà T. Ïîñêîëüêî lim
n→∞
βn = 0, òî lim
n→∞
ωn = §k. Òîãäà â òî÷êå
§k ∈ σe(T ) ñëåâà ñóùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà. 
Çàìå÷àíèå 4.2. Ïóñòü 0 < |σd(H1)| = p è |σd(H2)| = ∞.
à)Òîãäà ìîæåò áûòü, ÷òî â ìîäåëè (9) îòñóñòâóåò ýåêò Åèìîâà. Íàïðèìåð,
â ñëó÷àå σe(H1) = σe(H2) = [0, 1], σd(H1) = {−1} è σd(H2) = {− 2n}n∈N èìååì σ0 =
[0, 2], σ1 = [−1, 0], σ2 = [−2, 0]∪B, ãäå B ⊂ [−23 , 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, σe(T ) = [−2, 2] è
σd(T ) = {−3}.
á) Â ìîäåëè (9) ýåêò Åèìîâà ïîÿâèòüñÿ íå áîëüøå ÷åì â p òî÷êàõ.
Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü |σd(H1)| =∞ è 0 < |σd(H2)| = q. Åñëè äëÿ β ∈ σd(H2) íàé-
äåòñÿ Sk ∈ {S1, S2, . . . , Sne(T )} ðàâíîå ÷èñëó β, òîãäà â òî÷êå §k ∈ σ(T ) ñóøåñòâóåò
ýåêò Åèìîâà.
Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü |σd(H1)| = |σd(H2)| = ∞. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå Sk ∈
{S1, S2, . . . , Sne(T )} ñóøåñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî |σd(H1)| = |σd(H2)| = ∞ . Èç ïðåäñòàâëåíèÿ
(12) ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà σe(T ) ïîëó÷àåì, ÷òî ýåêò Åèìîâà ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü â òî÷êàõ Sk, k ∈ {1, 2, . . . , ne(T )}. Ñ äðóãîé ñòîðîíî, äëÿ êàæäîãî §k íàéäåò-
ñÿ íîìåð æk òàêàÿ, ÷òî §k = α(jk) èëè §k = β(jk). Ïóñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
§k = α(jk). Î÷åâèäíî, ÷òî ωn = α(jk) + βn ∈ σp(T ), ∀n ∈ N. Èìååì ωn < α(jk), ∀n ∈ N
è lim
n→∞
ωn = α(jk) = §k. Çíà÷èò â òî÷êå §k ∈ σ(T ) ñëåâà ñóùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
Àíîëàãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé §k = β(jk). 
Çàìå÷àíèå 4.3. Ïóñòü |σd(H1)| = |σd(H2)| = ∞. Òîãäà âîçìîæíî, ÷òî
â ìîäåëè (9) ñóøåñòâóåò ýåêò Åèìîâà òîëüêî â åäèíñòâåííîé òî÷êå ω0 =
min{α1, β1}, ò.å. ne(T ) = 1. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå σe(H1) = σe(H2) = [0, 1], σd(H1) =
{− 4
n
}n∈N è σd(H2) = {− 5n}n∈N èìååì σ0 = [0, 2], σ1 = [−4, 1] è σ2 = [−5, 1]. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî σe(T ) = [−5, 2], σd(T ) ⊂ [−9,−5) è ωn = −5 − 4n ∈ σd(T ), n ∈
N.
5. Ïðèìåðû
Èçó÷èì äèñêðåòíûé ñïåêòð è ýåêò Åèìîâà â ìîäåëè Ôðèäðèõñà â êîíêðåò-
íûõ ïðèìåðàõ.
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Ñëó÷àé 1: |σp(U)| = ∞, ãäå σp(U)− ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïå-
ðàòîðà U. àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn(x) íåïðåðûâíûõ óíêöèé íà [0, 1] çà-
äàííûõ ïî îðìóëå
rn(x) =

3
hk
(x− pk), åñëè x ∈ [pk, pk + hk3 )
1, åñëè x ∈ [pk + hk3 , pk+1 − hk3 )
− 3
hk
(x− pk+1), åñëè x ∈ [pk+1 − hk3 , pk+1]
0, åñëè x /∈ [pk, pk+1]
ãäå p1 = 0, p2 =
1
2
, pn+1 = pn +
1
2n
, n ∈ N, hk = 12k , k ∈ N.
Ïóñòü óíêöèÿ ïîòåíöèàëà u(x) â ìîäåëè (6) çàäàíà ïî îðìóëå
u(x) =
∑
k∈N
akrk(x), (13)
ãäå an > 0, n ∈ N è a1 = 1, ∑
n∈N
an <∞.
ÿä (13) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ óíêöÿ
u(x), çàäàííàÿ ïî îðìóëå (13), ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé è íåïðåðûâíîé íà [0, 1],
ïðè ýòîì umin = 0, umax = 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿäðî k(x, s) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K : L2[0, 1] → L2[0, 1]
çàäàíî ðàâåíñòâîì
k(x, s) =
∑
k∈N
λnϕn(x)ϕn(s), (14)
ãäå
ϕn(x) =
3√
hn
qn(x), (15)
qn(x) =

6
hn
(x− pn − hn3 ), åñëè x ∈ [pn + hn3 , pn + hn2 ]
− 6
hn
(x− pn+1 + hn3 ), åñëè x ∈ (pn + hn2 , pn+1 − hn3 ]
0, åñëè x /∈ [pn + hn3 , pn+1 − hn3 ]
,
Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì λn > 0, n ∈ N è ∑
k∈N
2kλk <
∞. Íàïðèìåð, λn = 13n (èëè λn = 1an , a > 2).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ óíêöèé ϕn(x) (15) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðî-
âàííîé â L2[0, 1]. ÿä (14) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êâàäðàòå [0, 1]× [0, 1]. Èíòåãðàëü-
íûé îïåðàòîð K, çàäàííûé ÿäðîì k(x, s) (14) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæè-
òåëüíûì â L2[0, 1].
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå an <
λn, ∀n ≥ n0. Òîãäà â ìîäåëè Ôðèäðèõñà íèæå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà ñóùåñòâóåò
ýåêò Åèìîâà, òàê êàê
(Hϕn)(x) = (Uϕn)(x)− (Kϕn)(x) = (an − λn)ϕn(x), n ∈ N,
ò.å. ωp0, ωp0+1, . . . , ωp0+k, . . . ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
îïåðàòîðà U − K, ãäå ωn = an − λn è lim
k→∞
ωp0+k = 0. (Íàïðèìåð, â ñëó÷àå an =
1
5n−1
, n ∈ N è λn = 13n n ∈ N ÷èñëà ω1, ω2 è ω3 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà H = U − K, à ÷èñëà ω4, ω5, . . . , ωn, . . . ÿâëÿþòñÿ
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îòðèöàòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà U − K,, ãäå ωn = an − λn ò.å.
σd(H −K) = {ωk}∞k=4).
Ñëó÷àé 2: |σp(U)| = 0. Ïóñòü u(x)− ïðîèçâîëüíàÿ óáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ
íåîòðèöàòåëüíàÿ óíêöèÿ íà [0, 1], êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u−1({0})∩[0, 1] 6=
∅. Ïîëîæèì
qn = qn(u) = sup
x∈[pn,pn+1]
u(x), n ∈ N,
ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pk îïðåäåëåíà â ïðèìåðå 1. Òîãäà qn ≥ qn+1, n ∈ N è
lim
n→∞
qn = 0. Åñëè {qn}n∈N ∈ l2, òîãäà âñåãäà íàéäåòñÿ ÿäðî k(x, s), ïðè êîòîðîì â
ìîäåëè Ôðèäðèõñà ñóøåñòâóåò ýåêò Åèìîâà, òàê êàê â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ìû
ìîæåì âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîíîðìèðîâàííûõ óíêöèé
νn(x) = 2
n+1
2 sinξn(x),
ãäå
ξk(x) =
{
pi
pk+1−pk
(x− pk), åñëè x ∈ [pk, pk+1]
0, åñëè x /∈ [pk, pk+1]
è ÿäðî k(x, s), çàäàííîå ïî îðìóëå
k(x, s) =
∑
n∈N
λnνn(x)νn(s),
ãäå λn > 0, n ∈ N, ∑
n∈N
λ2n < ∞ è äëÿ íåêîòîðîãî n0 ∈ N ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî
qn < λn, ∀n ≥ n0.
Òîãäà â ìîäåëè (6) ñóùåñòâóåò ýåêò Åèìîâà, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå òåîðåìû 3.4:
((U −K)νn, νn) =
pn+1∫
pn
u(x)ν2n(x)dx− λn ≤ qn − λn < 0 ïðè âñåõ n ≥ n0.
Ñëó÷àé 3: |σd(K)| = ∞ è |σd(U − K)| < ∞. Â ðàáîòàõ [6-9℄ äîêàçàíî, ÷òî
åñëè óíêöèÿ u(x)− àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé êîìïëåêñíîé îêðåñòíîñòè îòðåçêà
[0, 1] è êàæäàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà óíêöèè u(x) íåâûðîæäåíà, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ñèììåòðè÷åñêîãî ÿäðà k(x, s), àíàëèòè÷åñêîãî íà [0, 1]2 äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà
U−K êîíå÷åí. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå u(x) = x2 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî ÿäðà
k(x, s), àíàëèòè÷åñêîãî íà [0, 1]2 â ìîäåëè Ôðèäðèõñà îòñóòñòâóåò ýåêò Åèìîâà.
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